
19. Essener Mathematikwettbewerb 2003/2004

als erste Runde der 43. Deutschen Mathematikolympiade

Aufgaben der ersten Runde

Klasse 5

1. Aufgabe

Bei einer schriftlichen Divisionsaufgabe ist leider Wasser

�

uber die Tinte gelaufen, so dass zwar noch klar

ist, wo Zi�ern standen { aber nur noch die Zi�ern 0 und 1 sind lesbar. Man wei� auch, dass an den beiden

schwarz gekennzeichneten Stellen dieselbe Zi�er stand.

Zeile 1: � 1 0 0 : � � = � �

Zeile 2: 1 � �

Zeile 3: 1 � 0

Zeile 4: 1 � 0

Zeile 5: 0

Stelle die urspr

�

ungliche Divisionsaufgabe wieder her! (Sie war

�

ubrigens richtig gel

�

ost.)

2. Aufgabe

Eine historische Aufgabe:

Freundchen, willst Du wohl erw

�

agen,

Was ich zu sagen bin bereit:

Es soll n

�

amlich von Pulsesschl

�

agen

Abh

�

angen unsre Lebenszeit;

Es hat's ein Mann von Geist gesagt,

Drum sei es auch von mir gewagt.

Durchschnittlich schl

�

agt an 60 Mal

Das Herz in einer Minute;

Gew

�

ohnlich ist 70 die Zahl

Der Jahr' bei ruhigem Blute.

Ist so die Schl

�

agezahl verschwunden,

So endigen die Lebensstunden.

Bringt aber man durch

�

Uberma�

Das Blut in schnelleren Umlauf,

Und steigert's ohne Unterla�

Zu 75 Schl

�

agen 'nauf,

So l

�

auft die Lebensuhr eh'r ab,

Und bringet fr

�

uher uns ins Grab.

Drum lasst uns

�

uben M

�

a�igkeit,

Sie bringt uns an das rechte Ziel,

Giebt frohen Muth und Gesundheit,

Auch Freuden, unaussprechlich viel.

Wie viele Jahre k

�

urzt so, halt' er,

Unm

�

a�igkeit das Lebensalter?

Die Frage ist also: Um wie viele Jahre k

�

urzt nach dem Gedicht das

�

Uberma� die Lebenszeit? (Wir wollen

alle Jahre zu 365 Tagen rechnen.)

3. Aufgabe

Drei Altersaufgaben:

1. Ein Gro�vater und sein Enkel sind heute zusammen 100 Jahre alt. Vor zehn Jahren war der

Gro�vater genau dreimal so alt wie sein Enkel. Wie alt sind die beiden jetzt?

2. Katharina ist um sieben Jahre

�

alter als Felix, ihr Bruder. Damit ist sie um drei Jahre mehr als

doppelt so alt wie Felix. Wie alt sind die beiden?

3. Peter ist vier Jahre

�

alter als seine Schwester Laura. Vor vier Jahren war er gerade doppelt so alt

wie sie. In wie viel Jahren wird das j

�

ungere der beiden Geschwister vollj

�

ahrig (18 Jahre)?



19. Essener Mathematikwettbewerb 2003/2004

als erste Runde der 43. Deutschen Mathematikolympiade

Aufgaben der ersten Runde

Klasse 6

1. Aufgabe

Eine historische Aufgabe:

Freundchen, willst Du wohl erw

�

agen,

Was ich zu sagen bin bereit:

Es soll n

�

amlich von Pulsesschl

�

agen

Abh

�

angen unsre Lebenszeit;

Es hat's ein Mann von Geist gesagt,

Drum sei es auch von mir gewagt.

Durchschnittlich schl

�

agt an 60 Mal

Das Herz in einer Minute;

Gew

�

ohnlich ist 70 die Zahl

Der Jahr' bei ruhigem Blute.

Ist so die Schl

�

agezahl verschwunden,

So endigen die Lebensstunden.

Bringt aber man durch

�

Uberma�

Das Blut in schnelleren Umlauf,

Und steigert's ohne Unterla�

Zu 75 Schl

�

agen 'nauf,

So l

�

auft die Lebensuhr eh'r ab,

Und bringet fr

�

uher uns ins Grab.

Drum lasst uns

�

uben M

�

a�igkeit,

Sie bringt uns an das rechte Ziel,

Giebt frohen Muth und Gesundheit,

Auch Freuden, unaussprechlich viel.

Wie viele Jahre k

�

urzt so, halt' er,

Unm

�

a�igkeit das Lebensalter?

Die Frage ist also: Um wie viele Jahre k

�

urzt nach dem Gedicht das

�

Uberma� die Lebenszeit? (Wir wollen

alle Jahre zu 365 Tagen rechnen.)

2. Aufgabe

Drei Altersaufgaben:

1. Ein Gro�vater und sein Enkel sind heute zusammen 100 Jahre alt. Vor zehn Jahren war der

Gro�vater genau dreimal so alt wie sein Enkel. Wie alt sind die beiden jetzt?

2. Katharina ist um sieben Jahre

�

alter als Felix, ihr Bruder. Damit ist sie um drei Jahre mehr als

doppelt so alt wie Felix. Wie alt sind die beiden?

3. Peter ist vier Jahre

�

alter als seine Schwester Laura. Vor vier Jahren war er gerade doppelt so alt

wie sie. In wie viel Jahren wird das j

�

ungere der beiden Geschwister vollj

�

ahrig (18 Jahre)?

3. Aufgabe

Die Abbildung zeigt ein beliebiges Viereck ABCD und das Viereck EFGH , das entsteht, wenn jeweils

die Mittelpunkte der Seiten verbunden werden. Solch ein Viereck, dessen Eckpunkte die Mittelpunkte

der Seiten sind, hei�t Mittenviereck.

Zeichne die Mittenvierecke zu

a) einem Drachenviereck,

b) einem gleichschenkligen Trapez,

c) einer Raute (oder Rhombus),

d) einem Rechteck und

e) einem Quadrat.

(Wenn du noch nicht wei�t, wie diese

Vierecke genau aussehen, erkundige dich

bei deiner Lehrkraft oder schaue in deinem

Mathematikbuch nach.)

A

B

C

D

E
F

G
H

Entscheide in jedem der F

�

alle, was f

�

ur ein Viereck das Mittenviereck ist!



19. Essener Mathematikwettbewerb 2003/2004

als erste Runde der 43. Deutschen Mathematikolympiade

Aufgaben der ersten Runde

Klasse 7

1. Aufgabe

In einem Buch, das um 1350 geschrieben wurde, ver

�

o�entlichte Maximus Planudes folgende Aufgabe:

Ein Maultier und ein Pferd trugen einige S

�

acke. Das Pferd erm

�

udete schneller und sagte zum Maultier:

"

Hilf mir bitte, nimm einen Sack von meinem R

�

ucken und trage du ihn weiter!\

"

W

�

urde ich das machen\,

erwiderte das Maultier,

"

so w

�

are meine Last doppelt so gro� wie deine. Wenn du mir aber einen Sack

abnimmst und ihn tr

�

agst, werden wir die gleichen Lasten tragen.\

Wie viele S

�

acke trug das Maultier, wie viele das Pferd?

2. Aufgabe

Abergl

�

aubische Menschen bef

�

urchten Unangenehmes oder erho�en sich etwas Besonderes, wenn ein

Freitag der dreizehnte Tag eines Monats ist.

a) Wenn der 1.1. eines Jahres ein Montag ist, welche Wochentage sind dann der 2.2. , der 3.3. , der

11.11. ? Beachte, dass es sich um ein Normal- oder eine Schaltjahr handeln kann.

b) Untersuche, ob im Laufe eines jeden Jahres mindestens einmal ein

"

Freitag der dreizehnte\ auftritt,

unabh

�

angig davon, ob das Jahr ein Schaltjahr ist oder nicht!

c) Wie oft kann es im Jahr h

�

ochstens einen

"

Freitag den dreizehnten\ geben? Auf welchen Wochentag

f

�

allt dann der 1. Januar?

3. Aufgabe

a) Zeichne ein Sechseck, das folgende Eigenschaften hat:

(I) Alle Diagonalen verlaufen im Innern der Figur

(II) Durch die Schnittpunkte zweier Diagonalen verl

�

auft keine weitere Diagonale

Zeichne ein derartiges Sechseck und beantworte folgende Fragen:

(1) Wie viele Diagonalen besitzt dieses Sechseck?

(2) In wie viele Teil


�

achen wird das Sechseck durch Schnitte l

�

angs der Diagonalen zerlegt?

(3) Wie viele dieser Teil


�

achen sto�en an den Rand des Sechsecks, haben also mit dem Sechseck

genau zwei oder genau einen Eckpunkt gemeinsam?

b) Verfahre -wie bei a)- mit einem Siebeneck, das die Eigenschaften (I) und (II) besitzt. Beantworte

auch f

�

ur das Siebeneck die oben gestellten drei Fragen!



19. Essener Mathematikwettbewerb 2003/2004

als erste Runde der 43. Deutschen Mathematikolympiade

Aufgaben der ersten Runde

Klasse 8

1. Aufgabe

Aus einer Statistik des Regionalschulamtes geht hervor:

Von 1 000 Abiturienten legten genau 400 eine gute bzw. sehr gute Reifepr

�

ufung ab, davon nur 45%

M

�

adchen. Die restlichen 600 Pr

�

u
inge schlossen mit m

�

a�igen oder schlechten Ergebnissen ab; 64% davon

waren Jungen.

Untersuche, ob sich aus diesen Daten schlie�en l

�

asst, dass die M

�

adchen insgesamt schlechter abgeschnitten

haben als die Jungen!

2. Aufgabe

Abergl

�

aubische Menschen bef

�

urchten Unangenehmes oder erho�en sich etwas Besonderes, wenn ein

Freitag der dreizehnte Tag eines Monats ist.

a) Wenn der 1.1. eines Jahres ein Montag ist, welche Wochentage sind dann der 2.2. , der 3.3. , der

11.11. ? Beachte, dass es sich um ein Normal- oder eine Schaltjahr handeln kann.

b) Untersuche, ob im Laufe eines jeden Jahres mindestens einmal ein

"

Freitag der dreizehnte\ auftritt,

unabh

�

angig davon, ob das Jahr ein Schaltjahr ist oder nicht!

c) Wie oft kann es im Jahr h

�

ochstens einen

"

Freitag den dreizehnten\ geben? Auf welchen Wochentag

f

�

allt dann der 1. Januar?

3. Aufgabe

Anton und Bert suchen nach M

�

oglichkeiten, ein regelm

�

a�iges Sechseck mit der Seitenl

�

ange a in regelm

�

a�ige

Teilvielecke zu zerlegen, die ebenfalls die Seitenl

�

ange a besitzen.

Anton behauptet: "Eine L

�

osung ist f

�

ur das Sechseck sehr leicht zu �nden. Ich glaube nicht, dass es f

�

ur

andere Vielecke eine solche Zerlegung gibt."

Bert antwortet: "Ich habe noch zwei weitere L

�

osungen f

�

ur das Zw

�

olfeck gefunden. Beachte, dass die

regelm

�

a�igen Teilvielecke zwar alle die gemeinsame Seitenl

�

ange a besitzen, nicht aber alle von derselben

Art sein m

�

ussen."

Zeichne die Vielecke, die Anton und Bert gefunden haben!



19. Essener Mathematikwettbewerb 2003/2004

als erste Runde der 43. Deutschen Mathematikolympiade

Aufgaben der ersten Runde

Klasse 9

1. Aufgabe

Bei einem Experiment mit einem (sechsseitigen) W

�

urfel w

�

urfelt man mehrfach und addiert die geworfenen

Augenzahlen, bis erstmals eine Augensumme gr

�

o�er als 18 erreicht ist. Welche Augensumme tritt bei der

Beendigung des W

�

urfelns am h

�

au�gsten auf?

2. Aufgabe

Auf einer Insel, die keinen Austausch mit der Au�enwelt hat, lebt eine besondere K

�

aferart. Die Population

einer Generation besteht aus Eiern, Larven, Puppen und K

�

afern. Die Population einer neuen Generation

entsteht stets dadurch, dass jeder K

�

afer 20 Eier legt und stirbt, sich aus 20% der alten Eier Larven

entwickeln, sich 50% der alten Larven verpuppen und aus 50% der alten Puppen K

�

afer schl

�

upfen. Die

restlichen alten Eier, Larven und Puppen werden vertilgt.

a) Die Population der 1. Generation bestehe aus 40 K

�

afern, 200 Eiern, 100 Larven und 30 Puppen.

Ermitteln Sie die Population der 5. Generation und die der 41. Generation.

b) Untersuchen Sie, ob es eine Ausgangspopulation gibt, die sich beim oben beschriebenen Generationswechsel

nicht ver

�

andert. Ermitteln Sie gegebenenfalls alle derartigen Ausgangspopulationen.

3. Aufgabe

Eine Zahl hei�t Zweierpotenz, wenn sie sich in der Form 2

k

schreiben l

�

asst. Dabei ist k eine nat

�

urliche

Zahl und es gilt 2

0

= 1.

Sei z(n) diejenige Zahl, die entsteht, wenn man alle Zweierpotenzen von k = 0 bis k = n nebeneinander

aufschreibt, also z.B.

z(10) = 12481632641282565121024:

a) Ermittle jeweils die Primfaktorzerlegung von z(1), z(2), z(3), z(4) und z(5)!

b) Man kann vermuten, dass z(n) f

�

ur kein n durch 5 teilbar ist. Beweise diese Vermutung!

c)

�

Au�ere weitere Vermutungen

�

uber Eigenschaften der Zahl z(n) in Abh

�

angigkeit von n und versuche,

diese Vermutungen zu beweisen!



19. Essener Mathematikwettbewerb 2003/2004

als erste Runde der 43. Deutschen Mathematikolympiade

Aufgaben der ersten Runde

Klasse 10

1. Aufgabe

Welche der folgenden Kryptogramme haben im Dezimalsystem eine L

�

osung?

a)

A N N A

+ E M I L

N A M E N

b)

J E N S

+ E L I A S

N A M E N

c)

A S T A

+ E R N I

N A M E N

Anmerkung:

Eine L

�

osung eines Kryptogramms ist eine Ersetzung der Buchstaben durch Zi�ern f0; 1; : : : ; 9g, so

dass gleiche Buchstaben durch gleiche Zi�ern und verschiedene Buchstaben durch verschiedene Zi�ern

ersetzt sind und eine richtig gel

�

oste Additionsaufgabe entsteht. Die erste Zi�er jeder bei der Ersetzung

entstehenden 4- bzw. 5-stelligen Zahl soll von 0 verschieden sein.

2. Aufgabe

Ein Quader mit einer Ober


�

ache von 2 400 cm

2

hat eine Raumdiagonale der L

�

ange 50 cm. Wie lang sind

die 12 Kanten des Quaders zusammen?

3. Aufgabe

Auf einer Insel, die keinen Austausch mit der Au�enwelt hat, lebt eine besondere K

�

aferart. Die Population

einer Generation besteht aus Eiern, Larven, Puppen und K

�

afern. Die Population einer neuen Generation

entsteht stets dadurch, dass jeder K

�

afer 20 Eier legt und stirbt, sich aus 20% der alten Eier Larven

entwickeln, sich 50% der alten Larven verpuppen und aus 50% der alten Puppen K

�

afer schl

�

upfen. Die

restlichen alten Eier, Larven und Puppen werden vertilgt.

a) Die Population der 1. Generation bestehe aus 40 K

�

afern, 200 Eiern, 100 Larven und 30 Puppen.

Ermitteln Sie die Population der 5. Generation und die der 41. Generation.

b) Untersuchen Sie, ob es eine Ausgangspopulation gibt, die sich beim oben beschriebenen Generationswechsel

nicht ver

�

andert. Ermitteln Sie gegebenenfalls alle derartigen Ausgangspopulationen.



19. Essener Mathematikwettbewerb 2003/2004

als erste Runde der 43. Deutschen Mathematikolympiade

Aufgaben der ersten Runde

Klassen 11 - 13

1. Aufgabe

In der Gleichung E + S + S + E +N = 43 soll jeder Buchstabe durch eine positive ganze Zahl ersetzt

werden. Gleiche Buchstaben werden durch die gleiche Zahl ersetzt, unterschiedliche Buchstaben durch

unterschiedliche Zahlen. Wie viele M

�

oglichkeiten gibt es daf

�

ur?

Hinweis: In diesem Jahr wird die 43. Bundesrunde der Mathematik-Olympiade in Essen statt�nden.

2. Aufgabe

In einem K

�

onigreich leben N Ritter. Je zwei von ihnen sind entweder ein Paar von Freunden oder ein

Paar von Feinden. Jeder Ritter hat genau drei Feinde. Im K

�

onigreich gilt das Gesetz: "Ein Feind meines

Freundes ist auch mein Feind." Man bestimme alle Zahlen N , f

�

ur die dies m

�

oglich ist.

3. Aufgabe

Von einem regelm

�

a�igen F

�

unfeck ABCDE mit der Seitenl

�

ange a werden alle diejenigen Punkte entfernt,

deren Abstand von s

�

amtlichen Eckpunkten kleiner als a ist. Man ermittle den Fl

�

acheninhalt der verbleibenden

Figur.

A B

C

D

E


