33. Essener Mathematikwettbewerb 2017/2018

als erste Runde der 57. Deutschen Mathematikolympiade
Aufgaben der ersten Runde

Klasse 5

1. Aufgabe
Man kann zwei beliebig grofse Kreise so zeichnen, dass sie sich in genau

einem Punkt bertihren (siche Abbildung).

a) Zeichne drei beliebige Kreise so, dass jeder der drei Kreise die beiden anderen beriithrt. Hinweis: Zeichne
in allen Aufgabenteilen die Kreise mit dem Zirkel.

b) Vier Kreise kann man so anordnen, dass jeder Kreis genau zwei andere beriihrt. Zeichne eine solche
Situation.

¢) Man kann aber auch vier Kreise so anordnen, dass jeder der Kreise alle anderen beriihrt. Finde fiir diese
Situation zwei mogliche Losungen und zeichne sie.

2. Aufgabe
Die vier Jungen Andreas, Benedikt, Christian und Daniel stehen nebeneinander. Lara stellt fest, dass sie alle

unterschiedlich grof sind, und macht folgende vier Aussagen:

(1) Christian ist der Zweitgrofite.
(2) Andreas ist nicht der Grofte.
(3)
(4)

Der Junge links von Daniel ist grofer als Daniel.
Daniel ist kleiner als Andreas.

a) Zeige, dass man aus diesen Aussagen eindeutig die Reihenfolge der vier Jungen nach ihrer Grofe heraus-
finden kann. Gib diese Reihenfolge an. Beginne dabei mit dem gréfiten Jungen.

b) Eine der vier Aussagen ist sogar tiberfliissig. Welche ist das? Begriinde, dass diese iiberfliissig ist.

3. Aufgabe
Lena denkt sich eine Zahl. Diese multipliziert sie mit 17. Zu diesem Produkt addiert sie 13 und multipliziert

das Ergebnis mit 11. Schlieflich addiert sie noch einmal zur entstandenen Zahl 4 hinzu und erhélt 2017.
a) Welche Zahl hat sich Lena gedacht? Fiihre eine Probe durch!

b) Lena hat ihre Anfangszahl im Verlauf ihres Prozesses zweimal mit Zahlen multipliziert und zweimal Zahlen
addiert. Die Zahlen, die sie dabei verwendet hat, sind 4, 11, 13 und 17.
Lena iiberlegt nun: Wenn ich diese vier Zahlen in einer anderen Reihenfolge mit meiner Anfangszahl
wieder, wie eben, erst multipliziere, dann addiere, dann wieder multipliziere und schlieflich addiere —
kann ich dann auf ein gréferes Ergebnis als 2017 kommen?
Finde die Rechnung fiir das groftmogliche Ergebnis.

¢) Lena iiberlegt noch weiter: Komme ich auf eine noch grofere Zahl, wenn ich die Reihenfolge der Multipli-
kationen und der Additionen &ndere?
Untersuche diese Frage.
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Klasse 6
1. Aufgabe

a) Die 30 Schiiler der Klasse 6a laufen 15 Minuten lang Runden auf dem kleinen Sportplatz der Schule. Ein
Zehntel der Schiiler der Klasse schafft in dieser Zeit jeweils 15 Runden. Ein Fiinftel der Schiiler lauft je
12 Runden. Ein Drittel schafft je 10 Runden, und die restlichen Schiiler laufen jeweils 8 Runden auf dem
Sportplatz.
Wie viele Runden sind von allen Schiilern zusammen insgesamt gelaufen worden?

b) In der Klasse 6b lduft die Hélfte der Schiiler jeweils 10 Runden, ein Achtel der Schiiler je 9 Runden, ein
Viertel schafft je 8 Runden und die restlichen drei Schiiler laufen jeweils 14 Runden.
Wie viele Schiiler hat die Klasse 6b und wie viele Runden sind die Schiiler dieser Klasse insgesamt gelaufen?

2. Aufgabe
Lena zeichnet Muster in Koordinatensysteme.

In der 1. Stufe zeichnet sie zwei Strecken vom Punkt (0|1) zum Punkt (2]0) und vom Punkt (0|2) zum Punkt
(1]0). Die zwei Strecken schneiden sich in genau einem Punkt.

In der 2. Stufe zeichnet Lena drei Strecken von (0]1) zu (3]0), von (0]2) zu (2|0) und von (0]3) zu (1]|0). Diese
drei Strecken schneiden sich in genau drei Punkten.

In der 3. Stufe werden vier Strecken gezeichnet und so weiter (siche Abbildungen der Stufen 1-3).
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Hinweis: Niemals verlaufen drei Strecken im Muster einer Stufe durch denselben Punkt.

a) Zeichne die Strecken der Stufen 4, 5 und 6 in verschiedene Koordinatensysteme.
b) Wie viele Schnittpunkte haben die Strecken in den Stufen 3, 4, 5 und 6 jeweils?
c¢) Berechne — ohne zu zeichnen — die Anzahl der Schnittpunkte der Strecken in der 20. Stufe.

3. Aufgabe
Vier Lampen stehen in einer Reihe. Zu jeder Lampe gehort genau ein Schalter. Jede Bedienung eines Schalters

wechselt den Zustand der zugehoérigen Lampe von ,,aus” nach ,ein“ bzw. von ,ein nach ,aus®.
Anfangs sind alle vier Lampen aus.

Nun kommen vier Leute. Der Erste soll einen Schalter betatigen, der Zweite sieht das Ergebnis und soll zwei
Schalter betétigen, der Dritte sieht wieder das bisherige Ergebnis und soll drei Schalter betatigen und der Vierte
entsprechend vier.

a) Gib ein Beispiel fiir die Schaltvorgénge der vier Leute so an, dass am Ende alle vier Lampen leuchten.

b) Zeige, dass sich das entsprechende Problem auch fiir fiinf Lampen, fiinf Schalter und fiinf Leute 16sen
lasst, wenn die flinf Leute wieder der Reihe nach einen, zwei, drei, vier und fiinf Schalter betéatigen.

¢) Eine echte Herausforderung:
Das entsprechende Problem fiir sechs Lampen lésst sich aber nicht 16sen. Begriinde diese Aussage.
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Klasse 7

1. Aufgabe

Simon hat begonnen, Karten eines Sammelkartenspiels zu sammeln. Die Karten, die er schon hat, geh6ren zu vier
Typen: Die Halfte seiner Karten sind Heldenkarten. Von den iibrigen Karten sind zwei Drittel Energiekarten.
Drei Viertel der Karten, die weder Heldenkarten noch Energiekarten sind, sind Monsterkarten. Die letzte Karte
ist eine Verzauberungskarte.

Berechne, wie viele Karten Simon insgesamt bereits gesammelt hat.

2. Aufgabe

Von einem Viereck ABCD ist bekannt:
(1) Die Gerade AC ist eine Symmetrieachse des Vierecks ABCD.
(2) Die Diagonalen AC und BD verlaufen durch das Innere des Vierecks ABCD und sind gleich lang.
(3) Die Seite AB und die Diagonale AC sind gleich lang.

Ermittle die Groflen der vier Innenwinkel des Vierecks ABCD.

Hinweis: Alle gesuchten Grofen sind mit geometrischen Argumenten exakt zu bestimmen. Messungen mit
Lineal oder Geodreieck sind dafiir nicht zuléssig, da diese niemals exakt sind.

3. Aufgabe

Florian wiirfelt gleichzeitig und unabhéngig voneinander mit drei Spielwiirfeln, deren Seiten wie {iblich mit den
Augenzahlen von 1 bis 6 beschriftet sind. Einer der Wiirfel ist rot, einer ist gelb, und der dritte ist blau. Aus
den gewiirfelten Augenzahlen bildet Florian dreistellige Zahlen. Die Augenzahl auf dem roten Wiirfel gibt die
Hunderter an, die Augenzahl auf dem gelben Wiirfel die Zehner und die Augenzahl auf dem blauen Wiirfel die
Einer.

a) Ermittle, wie viele dreistellige Zahlen so entstehen koénnen.

b) Ermittle alle Moglichkeiten, eine dreistellige Zahl mit der Quersumme 7 zu erhalten.

¢) Florian hat zweimal mit allen drei Wiirfeln gewtirfelt und die entsprechenden dreistelligen Zahlen gebildet.
Die eine der beiden Zahlen ist um 547 grofler als die andere.

Welche beiden Zahlen kénnte Florian erhalten haben? Finde alle Moglichkeiten und begriinde auch, dass
es keine weiteren gibt.
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Klasse 8

1. Aufgabe
Das Sommerheft einer Schiilerzeitung gab es fiir 1,20 Euro zu kaufen. Fiir das Herbstheft wurde der Preis

gesenkt. Es wurden dreimal so viele Herbsthefte verkauft wie Sommerhefte, und trotz des gesenkten Preises
haben sich die Einnahmen verdoppelt.

a) Wie viel kostet das Herbstheft dieser Schiilerzeitung?

b) Ein Schiiler behauptet: ,Wir kénnen den Preis fiir die Winterhefte im Vergleich zu den Herbstheften derart
verringern, dass wir beim Verkauf von viermal so vielen Winter- wie Sommerheften eine Verdreifachung
der Einnahmen im Vergleich zum Sommerheft erzielen.*

Untersuche, ob die Behauptung des Schiilers stimmt.

2. Aufgabe

In einem Viereck ABCD sind die Seiten AB und CD D C
parallel zueinander. Die Seite AD ist genau so lang
wie die Seite C'D. Die Seite AB ist dreimal so lang wie
die Seite C'D. Die Grofe des Winkels < ADC betrigt
120°.

Ermittle die Grofte des Winkels <t CBA.

B

Hinweis: Alle gesuchten Grofen sind mit geometrischen Argumenten exakt zu bestimmen. Messungen mit
Lineal oder Geodreieck sind dafiir nicht zuléssig, da diese niemals exakt sind.

3. Aufgabe

a) Berechne die Summe der 9 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen von 28 bis 36.

b) Beweise: Wenn eine ganze Zahl a durch 4 teilbar ist, dann ist die Summe der 9 aufeinanderfolgenden, mit
a beginnenden ganzen Zahlen durch (4 -9 =) 36 teilbar.

c) Stelle fest, ob es eine durch 5 teilbare, positive ganze Zahl a und eine ganze Zahl n mit n > 1 derart gibt,
dass die Summe der n aufeinanderfolgenden, mit a beginnenden ganzen Zahlen durch 5 - n teilbar ist.

d) (Zusatzaufgabe fiir besonders Interessierte) Beweise: Fiir jede positive ganze Zahl a gibt es eine ganze
Zahl n mit n > 1 derart, dass die Summe der n aufeinanderfolgenden, mit a beginnenden ganzen Zahlen
durch a - n teilbar ist.
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Klasse 9

1. Aufgabe
Bernd und Inge spielen folgendes Spiel:

Zu Beginn liegt ein Stapel Karten auf dem Tisch, der mindestens drei Karten enthélt.
Die beiden sind abwechselnd am Zug.

Im ersten Zug teilt Bernd den Stapel in zwei kleinere Stapel auf. Es sind nur Stapel mit mindestens einer Karte
zugelassen.

Jeder folgende Zug besteht aus zwei Teilen. Zunéchst ist ein Stapel zu entfernen. Danach ist der andere in zwei
kleinere Stapel zu zerlegen. Am Ende eines Zuges liegen also stets genau zwei Stapel auf dem Tisch.

Damit ein Zug moglich ist, muss wenigstens einer der Stapel auf dem Tisch mehr als eine Karte aufweisen.
Gewonnen hat, wer den letzten (moglichen bzw. giiltigen) Zug machen konnte.
a) Der (Start-)Stapel enthélt genau vier Karten. Wie kann Bernd gewinnen? Besteht die Moglichkeit, dass
Inge gewinnt?

b) Fiir welche Grofen des Startstapels (bzw. fiir welche Anzahl der Karten im Startstapel) kann Bernd den
Gewinn erzwingen, fiir welche Grofen gelingt dies Inge?

2. Aufgabe
Fiir ganze Zahlen m und n gelte (n2 + n) . (m2 — 1) = 240.

Bestimme unter Beachtung aller Losungsméglichkeiten den kleinsten und den gréfiten Wert der Differenz n—m.

3. Aufgabe

Gegeben sind die beiden Funktionen a und b mit den Gleichungen a(z) = —2 |z + 11 und b(z) = % |z — 7|.
a) Stelle die Graphen der Funktionen a und b in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dar.
b) Berechne die Schnittpunkte der Graphen von a und b.

¢) Der Punkt C sei der Schnittpunkt des Graphen der Funktion a mit der y-Achse.
Beweise, dass der Punkt C' und zwei der Schnittpunkte der Graphen von a und b ein rechtwinkliges Dreieck
bestimmen.
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Klasse 10 / EF

1. Aufgabe
Bernd und Inge spielen folgendes Spiel:

Zu Beginn liegt ein Stapel Karten auf dem Tisch, der mindestens drei Karten enthalt.
Die beiden sind abwechselnd am Zug.

Im ersten Zug teilt Bernd den Stapel in zwei kleinere Stapel auf. Es sind nur Stapel mit mindestens einer Karte
zugelassen.

Jeder folgende Zug besteht aus zwei Teilen. Zunéchst ist ein Stapel zu entfernen. Danach ist der andere in zwei
kleinere Stapel zu zerlegen. Am Ende eines Zuges liegen also stets genau zwei Stapel auf dem Tisch.

Damit ein Zug moglich ist, muss wenigstens einer der Stapel auf dem Tisch mehr als eine Karte aufweisen.
Gewonnen hat, wer den letzten (moglichen bzw. giiltigen) Zug machen konnte.
a) Der (Start-)Stapel enthilt genau vier Karten. Wie kann Bernd gewinnen? Besteht die Moglichkeit, dass
Inge gewinnt?

b) Fiir welche Grofen des Startstapels (bzw. fiir welche Anzahl der Karten im Startstapel) kann Bernd den
Gewinn erzwingen, fiir welche Grofen gelingt dies Inge?

2. Aufgabe
Fiir ganze Zahlen m und n gelte (n2 + n) . (m2 — 1) = 240.

Bestimmen Sie unter Beachtung aller Losungsmoglichkeiten den kleinsten und den grofsten Wert der Differenz
n—m.

3. Aufgabe
Gegeben sei ein (nicht iiberschlagenes) Viereck ABCD mit AB || CD, |AD| = |DC| = |CB| und |DB| =
|BA| = |AC.

Bestimmen Sie die Grofsen der Innenwinkel dieses Vierecks.
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Klassen Q1 und Q2

1. Aufgabe
Man bestimme alle reellen Zahlen z < 100 000, fiir die positive ganze Zahlen m und n existieren, die die zwei

Gleichungen

z—n?=m*, (1)
(n+1)2—-z=2m (2)
erfiillen.
2. Aufgabe

Die Ecken eines fiinfzackigen Sterns liegen so auf den Seiten eines Quadrates PQRS mit der Seitenlinge 1, dass
zwei Ecken des Sterns mit den Eckpunkten P und S iibereinstimmen und im Inneren der Kanten PQ, QR und
RS jeweils ein weiterer Eckpunkt des Sterns liegt, siehe Abbildung.

Der Fliacheninhalt des mittleren Fiinfecks betragt 1/12.

Man berechne die Summe der Flidcheninhalte der grau gefarbten Dreiecke.
S R

3. Aufgabe
In einem Quadrat mit der Seitenlénge 2017 liegen 10 000 Punkte.

a) Man beweise, dass es einen Kreis mit dem Durchmesser 100 gibt, in dessen Innerem mindestens 12 dieser
Punkte liegen.

b) Man beweise, dass es sogar einen Kreis mit dem Durchmesser 100 gibt, in dessen Innerem mindestens 15
der Punkte liegen.



