33. Essener Mathematikwettbewerb 2017/2018

als zweite Runde der 57. Deutschen Mathematikolympiade
Aufgaben der zweiten Runde

Klasse 5

1. Aufgabe
Anna, Bettina, Clara, Daniela und Emily spielen in einem Handballverein und haben heute Siebenmeter-Wiirfe

gelibt. Jedes der fiinf M&dchen hatte zehn Wiirfe.
Danach wurde bekannt:

(1
(2
(3
(
(

) Insgesamt wurden 35 Tore erzielt.

) Jedes Kind hat eine andere Anzahl von Treffern erzielt.
) Daniela hat am wenigsten Treffer geworfen.

4)

5) Anna hatte nur einen Fehlwurf.

Emily hat ein Tor weniger erzielt als Clara und zwei weniger als Anna.

Tatséchlich kann man aus diesen fiinf Aussagen die Trefferanzahlen der fiinf Maddchen nicht eindeutig bestimmen:
Es gibt zwei mogliche Verteilungen.

Ermittle diese beiden moglichen Verteilungen.

2. Aufgabe
An einem Wandertag veranstaltet die 5. Klasse eine Schatzsuche. Die Klasse wird in zwei Gruppen geteilt. Jede

Gruppe muss nacheinander drei Hinweise zum Versteck des Schatzes finden.

Die erste Gruppe findet den ersten Hinweis schon nach acht Minuten. Fiir den dritten Hinweis braucht die
Gruppe dreimal so lange wie fiir den zweiten. Nach genau einer Stunde haben sie die drei Hinweise entdeckt.

Die zweite Gruppe benétigt die meiste Zeit zum Finden des ersten Hinweises. Fiir den zweiten Hinweis braucht
die Gruppe acht Minuten weniger und fiir den dritten Hinweis nochmals acht Minuten weniger als fiir den
zweiten. Insgesamt hat auch die zweite Gruppe genau eine Stunde bendtigt.

Wie lange haben die Gruppen jeweils die einzelnen Hinweise gesucht?

Fiihre jeweils eine Probe durch.

3. Aufgabe
Clara hat einen Holzwiirfel mit der Kantenldnge 4 cm. Drei Seitenflichen sind gelb angemalt, drei rot; die

Flachen mit der gleichen Farbe treffen jeweils an einer Ecke zusammen.

Anschliefend zerségt sie den groffen Wiirfel in kleine Wiirfel mit der Kantenldnge 1 cm.

a) Wie viele kleine Wiirfel erhalt sie?

b) Clara sortiert die Wiirfel nach der Anzahl der bemalten Fliachen, egal ob rot oder gelb. Wie viele verschie-
dene Wiirfelsorten findet sie? Wie viele Wiirfel findet sie jeweils von den einzelnen Sorten?

Nun setzt Clara die kleinen Wiirfel zu groferen Wiirfeln zusammen.

¢) Kann es ihr gelingen, einen Wiirfel zu bauen, bei dem alle Aufienflichen rot sind? Begriinde deine Antwort.
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Klasse 6

1. Aufgabe
Frau Nolle und Frau Bock miissen zu einem Treffen nach Berlin. Sie fahren beide mit ithrem Auto. Frau Nolle

kommt aus Bielefeld und muss 400 km fahren, Frau Bock kommt aus Bonn, fahrt iiber Bielefeld und muss
insgesamt 600 km fahren. Frau Nolle fiahrt mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 100 km/h, Frau Bock
fahrt mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 120 km/h.

a) Wie lange brauchen beide jeweils, bis sie ihr Ziel erreicht haben?

Frau Bock fahrt um 10:00 Uhr morgens los, Frau Nolle um 11:30 Uhr.

b) Wie viele Kilometer hat Frau Bock zuriickgelegt, wenn Frau Nolle losfahrt?
¢) Wann erreicht Frau Bock Bielefeld?
d) Ermittle den Zeitpunkt, an dem Frau Bock Frau Nolle eingeholt hat.

2. Aufgabe
Die zwei Abbildungen zeigen jeweils ein Quadrat ABCD, das aus 4 x 4 Késtchen (Einheitsquadraten) besteht.
FEin Teil ist jeweils grau gefarbt.

Berechne fiir jede graue Fliche den Flacheninhalt in Késtchen.
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3. Aufgabe

LENA und ANNE sitzen zusammen und denken iiber ihre Vornamen nach.

a) LENA sagt: ,Mein Vorname hat vier Buchstaben, ein A, ein E, ein L und ein N.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, diese vier Buchstaben jeweils verschieden anzuordnen?

b) ANNE iiberlegt entsprechend: ,Mein Vorname hat auch vier Buchstaben. Dann gibt es genauso viele
Moglichkeiten wie bei LENA.“
Hat ANNE Recht?

¢) Nun kommt auch noch NANNI und sagt: ,Mein Vorname hat sogar fiinf Buchstaben. Bei mir gibt es
deswegen mehr Moglichkeiten der Anordnung als bei euch mit euren vier Buchstaben.*
Hat NANNI Recht?
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Klasse 7

1. Aufgabe
Fiir eine Zaunfront bendtigt Herr Kunze 11 Pfosten bei einem Pfostenabstand von 2,40 m. Wie viele Pfosten

benétigt Herr Kunze, wenn der Abstand 1,50 m betragen soll?

Hinweis: Die Breite der Pfosten soll vernachléssigt werden.

2. Aufgabe
Jonas hat aus den Ziffern von 1 bis 9 drei Ziffern ausgewéhlt, die alle unterschiedlich sind. Aus diesen drei

Ziffern hat er alle dreistelligen Zahlen gebildet, in denen jede dieser drei Ziffern genau einmal vorkommt. Die
Summe aller dieser dreistelligen Zahlen ist eine vierstellige Zahl, die auf 18 endet.

Weise nach, dass aus diesen Angaben die vierstellige Zahl eindeutig ermittelt werden kann, und gib sie an.

3. Aufgabe
Die Seite BC eines gleichseitigen Dreiecks ABC wird iiber den Punkt C' hinaus verlédngert. Auf dieser Verlan-

gerung liegt der Punkt D derart, dass die Strecken BC und C'D gleich lang sind. Die Punkte A und D werden
durch eine Strecke miteinander verbunden.

a) Zeichne die beschriebene Figur und beschrifte die genannten Punkte.
b) Berechne die Grofsen der Innenwinkel des Dreiecks AC'D.

c¢) Ist der Fliacheninhalt des Dreiecks ACD grofer, gleich oder kleiner als der Flicheninhalt des Dreiecks
ABC? Begriinde deine Antwort.
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Klasse 8

1. Aufgabe
Eine neue Rechenoperation o zweier rationaler Zahlen a und b mit b # 0 wird durch
a
b=a——
ao a—-

erklért. Zum Beispiel gilt

1 2
lo3=1-==2.
° 373

a) Berechne 704 und 70 (—2).
b) Priife durch Rechnung nach, ob 304 =403 und (603) 04 =60 (304) gelten.
¢) Ermittle die Zahl a, fiir die a 0 2 = 2 gilt.

2. Aufgabe
Es sei ABC ein stumpfwinkliges Dreieck und A sei der Scheitel des stumpfen Winkels. Der Punkt E sei derjenige

Punkt auf der Geraden AC, fiir den die Geraden AC und BFE senkrecht aufeinander stehen. Der Punkt F' sei
derjenige Punkt auf der Geraden AB, fiir den die Geraden AB und C'F' senkrecht aufeinander stehen. Schlieflich
sei S der Schnittpunkt der Geraden BE und C'F.

Beweise: Unter diesen Voraussetzungen ist die Grofe des Winkels <t BSC' gleich der Summe der Grofen der
beiden spitzen Innenwinkel des Dreiecks ABC.

3. Aufgabe
Fritz besitzt mehrere zweifarbige Kugeln, und zwar rot-blaue, rot-griine, rot-weifse, blau-griine, blau-weiffe und

griin-weifse. Er verrat uns:

(1) Die Kugeln liegen in einer Kiste.
2) Die Anzahl der blau-griinen Kugeln ist durch 2 teilbar.

(

(3) Genau ein Drittel der Kugeln ist zu einem Teil blau.

(4) Genau ein Viertel der Kugeln ist blau-weifs.

(5) Genau ein Fiinftel der Kugeln ist rot-griin.

(6) Es gibt sechsmal so viele rot-griine Kugeln wie rot-blaue Kugeln.
(7) Die Anzahl der Kugeln ist kleiner als das Siebenfache von 20.

a) Zeige, dass die Anzahl der Kugeln durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist, und gib diese Anzahl an.
b) Ermittle den prozentualen Anteil der Kugeln, die blau-griin sind, an der Gesamtzahl der Kugeln.

¢) Ermittle den prozentualen Anteil der Anzahl der blau-grinen Kugeln an der Anzahl der Kugeln, die zu
einem Teil blau sind.
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Klasse 9

1. Aufgabe
Gegeben sind drei zerbeulte Kanister A, B und C. Es ist bekannt, dass Kanister A genau acht Liter, Kanister

B genau fiinf Liter und Kanister C genau drei Liter Fassungsvermogen hat. Keiner der Kanister besitzt eine
Mafkeinteilung. Es ist somit unmdoglich, an unvollstdndig gefiillten Kanistern den Stand einer teilweisen Fiillung
abzulesen.

Trotzdem ist es durch Umfiillvorgénge beispielsweise moglich, von anfangs im Kanister A enthaltenen acht
Litern Fliissigkeit zwei Liter abzumessen:

Umfiillvorgang | Inhalt A (8) | Inhalt B (5) | Inhalt C (3)
(Anfang) 8 0 0
A—B 3 5 0
B—=C 3 2 3

Fiir das Umfiillen gelten dabei folgende Regeln: Beim Umfiillen wird nichts verschiittet. Ein Kanister wird
entweder vollstdndig in einen anderen Kanister entleert, oder es wird genau so viel umgefiillt, bis der Zielkanister
randvoll ist. Es wird keine Fliissigkeit weggeschiittet.

a) Zeige, dass man bei einem Anfangsstand von acht Litern Fliissigkeit in Kanister A und leeren Kanistern B
und C mit weniger als acht Umfiillvorgéngen erreichen kann, dass sich gleichzeitig in einem der Kanister
ein Liter und in einem anderen vier Liter Fliissigkeit befinden. Verwende zur Darstellung eine Tabelle
nach obigem Muster.

b) Dieselkraftstoff wird traditionell aus Erdol hergestellt, wihrend Biodiesel aus Pflanzen erzeugt wird. Beide
Kraftstoffarten sind mischbar, wobei die beiden Arten in jedem Gemisch gleichméfig verteilt sind.

Der Kanister B sei anfangs mit fiinf Litern Diesel, der Kanister C mit drei Litern Biodiesel gefiillt und
der Kanister A sei leer.
Finde eine Folge von Umfiillungen, bei der sich

— nach drei Umfiillvorgéngen in Kanister A genau sechs Liter Gemisch und

— nach vier weiteren Umfiillvorgéngen in den Kanistern A und B jeweils genau vier Liter Gemisch

befinden.

2. Aufgabe
In einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit der Basis AB und Basiswinkeln der Grofe 30° schneiden die

Mittelsenkrechten der Schenkel AC und BC die Basis in den Punkten E und F.
Weisen Sie nach, dass dann |AE| = |[EF| = |FB| gilt.

3. Aufgabe
Gegeben ist die beiden Funktionen f mit der Gleichungen

fx)=—-4 ]z —4]+8.

a) Zeichne den Graphen der Funktion f in ein rechtwinkliges Koordinatensystem.
b) Ermittle rechnerisch alle Nullstellen der Funktion f.
¢) Ermittle reelle Zahlen p, g, r, fiir die die Funktion ¢ mit der Gleichung

clx)=p-lz—ql+r

eine Nullstelle z; = 2 hat und ihren groften Wert 7 fiir x5 = 6 annimmt.
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Klasse 10 / EF

1. Aufgabe
Gegeben sind drei zerbeulte Kanister A, B und C. Es ist bekannt, dass Kanister A genau acht Liter, Kanister

B genau fiinf Liter und Kanister C genau drei Liter Fassungsvermogen hat. Keiner der Kanister besitzt eine
Mafeinteilung. Es ist somit unmoglich, an unvollstandig gefiillten Kanistern den Stand einer teilweisen Fiillung
abzulesen.

Trotzdem ist es durch Umfiillvorgénge beispielsweise moglich, von anfangs im Kanister A enthaltenen acht
Litern Fliissigkeit zwei Liter abzumessen:

Umfiillvorgang | Inhalt A (8) | Inhalt B (5) | Inhalt C (3)
(Anfang) 8 0 0
A— B 3 ) 0
B—C 3 2 3

Fiir das Umfiillen gelten dabei folgende Regeln: Beim Umfiillen wird nichts verschiittet. Ein Kanister wird
entweder vollstédndig in einen anderen Kanister entleert, oder es wird genau so viel umgefiillt, bis der Zielkanister
randvoll ist. Es wird keine Fliissigkeit weggeschiittet.

a) Zeigen Sie, dass man bei einem Anfangsstand von acht Litern Fliissigkeit in Kanister A und leeren Ka-
nistern B und C mit weniger als acht Umfiillvorgéngen erreichen kann, dass sich gleichzeitig in einem der
Kanister ein Liter und in einem anderen vier Liter Flissigkeit befinden. Verwenden Sie zur Darstellung
eine Tabelle nach obigem Muster.

b) Dieselkraftstoff wird traditionell aus Erdél hergestellt, wihrend Biodiesel aus Pflanzen erzeugt wird. Beide
Kraftstoffarten sind mischbar, wobei die beiden Arten in jedem Gemisch gleichméfig verteilt sind.
Der Kanister B sei anfangs mit fiinf Litern Diesel, der Kanister C mit drei Litern Biodiesel gefiillt und
der Kanister A sei leer.
Finden Sie eine Folge von Umfiillungen, bei der sich

— nach drei Umfiillvorgéngen in Kanister A genau sechs Liter Gemisch und
— nach vier weiteren Umfiillvorgéngen in den Kanistern A und B jeweils genau vier Liter Gemisch

befinden.
2. Aufgabe
Gegeben sind die beiden quadratischen Funktionen a und b mit den Gleichungen
1 8 14
a(x) =-2(x—2)(x—6) und b(x):_6x2+§x_§'

a) Weisen Sie nach, dass beide Funktionen eine gemeinsame Nullstelle besitzen.
b) Die Funktion b hat eine zweite Nullstelle. Bestimmen Sie diese.

¢) Eine quadratische Funktion ¢ hat eine Nullstelle 21 = 2 und ihr Graph den Scheitelpunkt S.(6, 7). Ermit-
teln Sie eine Gleichung fiir c.

d) Weisen Sie nach, dass der Scheitelpunkt S. des Graphen der Funktion ¢ der Mittelpunkt der Strecke
zwischen den Scheitelpunkten S, und Sy der Graphen der Funktionen a und b ist.

3. Aufgabe L
In einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit der Basis AB und Basiswinkeln der Grofe a < 45° schneiden die

Mittelsenkrechten der Schenkel AC und BC die Basis in den Punkten F und F.
a) Angenommen, es gilt a« = 30°. Weisen Sie nach, dass dann |AF| = |EF| = |F B gilt.

b) Angenommen, es gilt 0 < a < 45°. Zeigen Sie, dass die Umkreismittelpunkte der Dreiecke EBC und FC A
auf dem Umbkreis k des Dreiecks EF'C liegen.
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Klassen Q1, Q2

1. Aufgabe
Fiir welche reellen Zahlen z gibt es positive ganze Zahlen a, b und ¢, die das Gleichungssystem
a +b +c =57,
a4+ -2 =z,
z-c =2017

erfiillen? Man bestimme jeweils alle Losungen (a, b, ¢) in Abhéngigkeit von z.

2. Aufgabe
Man beweise, dass die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte des Inkreises eines Dreiecks und eines seiner Ankreise
vom Umbkreis des Dreiecks halbiert wird.

Hinweis: Ein Kreis heifit Ankreis eines Dreiecks, wenn er eine Dreiecksseite von aufsen und die Verlangerungen
der anderen beiden Dreiecksseiten beriihrt.

3. Aufgabe
Man bestimme den kleinsten Wert, den das Produkt

- G) ) )G

annehmen kann, wenn a, b, ¢ und d positive reelle Zahlen mit a + b + ¢+ d = 1 sind.



